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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό Βιβλίο σελ. 133 

 

Α2. Σχολικό Βιβλίο σελ. 51 

 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 185 

 

Α4.  

α) Λάθος 

β) Σωστό 

γ) Σωστό 

δ) Σωστό 

ε) Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

Β1. Η συνάρτηση f ορίζεται στο  

𝛢 = {𝑥 ∈ 𝐷𝑔|𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓} = {𝑥 ≥ 2|√𝑥 − 2 + 1 > 1} = {𝑥 ≥ 2|√𝑥 − 2 > 0} = (2,+∞) 

με τύπο  

ℎ(𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 2 ln(√𝑥 − 2) = 𝑙𝑛√𝑥 − 2
2
= ln(𝑥 − 2) 

 

Β2. H ℎ είναι παραγωγίσιμη στο (2, +∞) με  

ℎ′(𝑥) =
1

𝑥 − 2
> 0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 2 

Άρα η ℎ είναι γνησίως αύξουσα στο (2, +∞), οπότε είναι 1-1 και αντιστρέφεται. 

𝐷ℎ−1 = ℎ((2,+∞)) = ( lim
𝑥→2+

ℎ(𝑥) , lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥)) = (−∞,+∞) 

αφού  

lim
𝑥→2+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→2+

ln(𝑥 − 2) =
𝑢=𝑥−2

𝜃έ𝜏𝜔
lim
𝑢→0+

𝑙𝑛𝑢 = −∞ 

και 

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln(𝑥 − 2) =
𝑢=𝑥−2

𝜃έ𝜏𝜔
lim
𝑢→+∞

𝑙𝑛𝑢 = +∞ 

Θέτω, 

ℎ(𝑥) = 𝑦 ⇔ ln(𝑥 − 2) = 𝑦 ⇔ 𝑥 − 2 = 𝑒𝑦 ⇔ 𝑥 = 𝑒𝑦 + 2 ⇔ ℎ−1(𝑦) = 𝑒𝑦 + 2 

Δηλαδή ℎ−1(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2, με 𝑥 ∈ ℝ. 
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Β3. Ισχύει ότι 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

(ℎ(𝑥) ⋅
𝑓(𝑥)

𝑥 − 2
) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2+
(𝑙𝑛(𝑥 − 2) ⋅

2 𝑙𝑛(𝑥 − 1)

𝑥 − 2
) = (−∞) ⋅ 2 = −∞ 

διότι 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2+

2 ln(𝑥 − 1)

𝑥 − 2
=
𝐷𝐿𝐻

(
0
0
)

= lim
𝑥→2+

2
𝑥 − 1
1

= 2 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

i) Αφού η 𝑓 έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο +∞ τότε lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = ℓ ∈ ℝ. 

Αν 𝜅 ≠ 0 τότε 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝜅𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝜅𝑥 = {
+∞, 𝛼𝜈 𝜅 > 0
−∞, 𝛼𝜈 𝜅 < 0

 

το οποίο είναι άτοπο.  

Άρα 𝜅 = 0. 

 

Οπότε 𝑓(𝑥) =
𝜇𝑥

𝑥2+1
. 

 

ii) Αφού η ευθεία 𝑦 = 𝑥 εφάπτεται στη γραφική παράσταση της 𝑓 στην αρχή των αξόνων 

τότε ισχύει ότι {
𝑓(0) = 0

𝑓′(0) = 1
 

H f είναι παραγωγίσιμη στο ℝ, με  

𝑓′(𝑥) =
𝜇(𝑥2 + 1) − 𝜇𝑥 ⋅ 2𝑥

(𝑥2 + 1)2
 

Άρα, 𝑓′(0) = 1 ⇔ 𝜇 = 1.  

 

Οπότε  

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 + 1
 𝜅𝛼𝜄  𝑓′(𝑥) =

1 − 𝑥2

(𝑥2 + 1)2
 

 

Γ2.  

i) Ισχύει 

 𝑓′(𝑥) = 0 ⇔ 1 − 𝑥2 = 0 ⇔ 𝑥2 = 1 ⇔ 𝑥 = ±1 

 𝑓′(𝑥) > 0 ⇔ −1 < 𝑥 < 1 

 𝑓′(𝑥) < 0 ⇔ 𝑥 < −1  ή  𝑥 > 1 

Το πρόσημο της 𝑓′ και η μονοτονία της 𝑓 φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα. 
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Η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στα [−1,1] και γνησίως φθίνουσα στα (−∞,−1] και 

[1, +∞). Τέλος η 𝑓 παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 𝑥1 = −1 με 𝑓(−1) = −
1

2
 και 

τοπικό μέγιστο στο 𝑥2 = 1 με 𝑓(1) =
1

2
. 

 

ii) Στο 𝛥1 = (−∞,−1] η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε 

𝑓(𝛥1) = [𝑓(−1), lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) = [−
1

2
, 0) 

διότι: 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

1

𝑥
= 0 

 

Στο 𝛥2 = [−1,1] η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, οπότε  

𝑓(𝛥2) = [𝑓(−1), 𝑓(1)] = [−
1

2
,
1

2
] 

 

Στο 𝛥3 = [1, +∞) η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, οπότε  

𝑓(𝛥3) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , 𝑓(1)] = (0,
1

2
] 

διότι: 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 

 

Οπότε το σύνολο τιμών της f είναι το 𝑓(ℝ) = 𝑓(𝛥1) ∪ 𝑓(𝛥2) ∪ 𝑓(𝛥3) = [−
1

2
,
1

2
]. 

 

Στο παρακάτω σχήμα, φαίνεται η εικόνα της γραφικής παράστασης της f 

 
Διακρίνω περιπτώσεις για τις τιμές της πραγματικής παραμέτρου α. 
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 Αν 𝛼 ≠ 0 τότε 𝛼2 > 0 ⇔ 𝑎2 +
1

2
>
1

2
. Οπότε η εξίσωση 𝑓(𝑥) =

1

2
+ 𝑎2 είναι 

αδύνατη. 

 Αν 𝛼 = 0, η εξίσωση γράφεται 𝑓(𝑥) =
1

2
 η οποία έχει μοναδική λύση. 

 

Γ3.  

i) Είναι  

𝛪𝜈 + 𝛪𝜈+1 = ∫
𝑥2𝜈+1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

1

0

+∫
𝑥2(𝜈+1)+1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

1

0

 

= ∫ (
𝑥2𝜈+1

𝑥2 + 1
+
𝑥2𝜈+3

𝑥2 + 1
)𝑑𝑥

1

0

= ∫
𝑥2𝜈+1(1 + 𝑥2)

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

1

0

 

= ∫ (𝑥2𝜈+1)𝑑𝑥
1

0

= [
𝑥2𝜈+2

2𝜈 + 2
]
0

1

 

=
1

2𝜈 + 2
 

 

ii) Είναι 

𝛪0 = ∫
𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

1

0

= [
1

2
ln(𝑥2 + 1)]

0

1

=
1

2
𝑙𝑛2 −

1

2
𝑙𝑛1 =

1

2
𝑙𝑛2 

Για 𝜈 = 0, από το προηγούμενο ερώτημα προκύπτει ότι 

𝛪0 + 𝛪1 =
1

2
⇔ 𝛪1 =

1

2
−
1

2
𝑙𝑛2 

Για 𝜈 = 1, από το προηγούμενο ερώτημα προκύπτει ότι 

𝛪1 + 𝛪2 =
1

4
⇔ 𝛪2 =

1

4
−
1

2
+
1

2
𝑙𝑛2 ⇔ 𝛪2 = −

1

4
+
1

2
𝑙𝑛2 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. Θεωρώ τη συνάρτηση ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑥 με 𝑥 ∈ [−1,0]. 

 H h είναι συνεχής στο [−1,0] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

 ℎ(−1) = 𝑔(−1) − 1 < 0  

 ℎ(0) = 𝑔(0) > 0 

διότι από υπόθεση ισχύει 0 < 𝑔(𝑥) < 1 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

 

Άρα από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥1 ∈ (−1,0) τέτοιο ώστε  

ℎ(𝑥1) = 0 ⇔ 𝑔(𝑥1) + 𝑥1 = 0 

 

Η h είναι παραγωγίσιμη στο (−1,0) με ℎ′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) + 1 ≠ 0. 
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Αφού  ℎ′(𝑥) ≠ 0 για κάθε 𝑥 ∈ (−1,0) και η ℎ′ είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών 

συναρτήσεων, τότε η ℎ′ διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

 

Δηλαδή, ℎ′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (−1,0) ή ℎ′(𝑥) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (−1,0). 

 

Επομένως, η ℎ είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα στο [−1,0]. 

 

Άρα η h είναι γνησίως μονότονη στο [−1,0], οπότε η ρίζα 𝑥1 είναι μοναδική. 

 

Δ2. Αφού η f παραγωγίσιμη τότε είναι παραγωγίσιμη και στο 0 δηλαδή 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
   (1) 

Είναι 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑥2(𝑔(𝑥) + 𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→0−

[𝑥(𝑔(𝑥) + 𝑥)] = 0 

και 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥→0+

2𝜂𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥 − 𝜅𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

(2
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+
𝜀𝜑𝑥

𝑥
− 𝜅) 

= lim
𝑥→0+

(2
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+
𝜂𝜇𝑥

𝑥
⋅
1

𝜎𝜐𝜈𝑥
− 𝜅) = 2 + 1 − 𝜅 = 3 − 𝜅 

 

Οπότε η σχέση (1) γράφεται 0 = 3 − 𝜅 ⇔ 𝜅 = 3. 

 

Δ3.  

i) Για x ∈ [0,
π

2
) είναι 𝑓′(𝑥) = 2𝜎𝜐𝜈𝑥 +

1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
− 3  

και για 𝑥 ∈ (0,
π

2
) είναι 

𝑓′′(𝑥) = −2𝜂𝜇𝑥 +
2𝜎𝜐𝜈𝑥 ⋅ 𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈4𝑥
= −2𝜂𝜇𝑥 (1 −

1

𝜎𝜐𝜈3𝑥
) 

= −2𝜂𝜇𝑥 ⋅
𝜎𝜐𝜈3𝑥 − 1

𝜎𝜐𝜈3𝑥
> 0 

για κάθε 𝑥 ∈ (0,
𝜋

2
). 

Άρα η 𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα στο [0,
𝜋

2
) και για  

x > 0
𝑓′↗
⇔ 𝑓′(𝑥) > 𝑓′(0) ⇔ 𝑓′(𝑥) > 0 

 



        ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ  ΛΥΚΕΙΩΝ  

Ενδεικτικές απαντήσεις Πανελληνίων 2026 
 

Κτίριο 1: Γραμβούσης 5 & Καγιαμπή, Κέντρο Ηρακλείου, τηλ./fax: 2810 285 726 

Κτίριο 2: Λεωφόρος Κνωσού 187, Άγιος Ιωάννης, τηλ: 2810 212 333,  www.1na.gr 

Οπότε η f γνησίως αύξουσα στο [0,
𝜋

2
) και για 𝑥 ≥ 0

𝑓↗
⇔𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) ⇔ 𝑓(𝑥) ≥

0.  

 

ii) Η εξίσωση γράφεται 𝑓(𝑥) =
𝜋

3
. 

Στο 𝛥 = [0,
𝜋

2
) η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα οπότε  

𝑓(𝛥) = [𝑓(0), lim
𝑥→
𝜋
2

− 𝑓(𝑥)) = [0,+∞) 

διότι 

lim
𝑥→
𝜋
2

− 𝑓(𝑥) = lim
𝑥→
𝜋
2

−
(2𝜂𝜇𝑥 + 𝜀𝜑𝑥 − 3𝑥) = 2 + (+∞) −

3𝜋

2
= +∞ 

διότι lim
𝑥→

𝜋

2

− 𝜀𝜑𝑥 = lim
𝑥→

𝜋

2

− (
1

𝜎𝜐𝜈𝑥
⋅ 𝜂𝜇𝑥) = +∞ αφού 

lim
𝑥→

𝜋

2

− 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 0 και 𝜎𝜐𝜈𝑥 > 0 στο (0,
𝜋

2
). 

 

Αφού 
𝜋

3
∈ 𝑓(𝛥) θα υπάρχει 𝑥2 ∈ 𝛥 τέτοιο ώστε 𝑓(𝑥2) =

𝜋

3
 και επειδή η f είναι 

γνησίως μονότονη, το 𝑥2 μοναδικό. 

 

Δ4.  

i) Για 𝑥 ∈ [𝑥1, 0] είναι 𝑓(𝑥) = 𝑥2(𝑔(𝑥) + 𝑥) = 𝑥2ℎ(𝑥). 

Είναι ℎ(𝑥) ≠ 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥1, 0] και αφού είναι συνεχής θα διατηρεί σταθερό 

πρόσημο. 

Όμως, ℎ(0) = 𝑔(0) > 0 άρα ℎ(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (𝑥1, 0]. 

Επομένως, 𝑓(𝑥) ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ [𝑥1, 0]. 

 

ii) Επειδή ο άξονας 𝑦′𝑦 χωρίζει το χωρίο Ω σε δύο ισεμβαδικά ισχύει ότι 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋
3

0

  (1) 

Είναι 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

𝑥1

= ∫ (𝑥2(𝑔(𝑥) + 𝑥))𝑑𝑥
0

𝑥1

 

= [
𝑥3

3
⋅ (𝑔(𝑥) + 𝑥)]

𝑥1

0

−∫
𝑥3

3
⋅ (𝑔′(𝑥) + 1)𝑑𝑥

0

𝑥1
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= −
1

3
⋅ (∫ 𝑥3𝑔′(𝑥)𝑑𝑥
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