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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ HMEΡΗΣΙΩΝ ΚΑΙ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

 ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΩΝ 2022 

 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 186 

 

Α2. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 142 

 

Α3. Σχολικό βιβλίο, σελίδα 161 

 

Α4.  

α) Σωστό 

β) Σωστό 

γ) Σωστό 

δ) Λάθος 

ε) Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

Β1. Η ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔 ορίζεται για 

{
𝑥 ∈ 𝐷𝑔
𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓

⇒ {
𝑥 ≥ 0

√𝑥 ≤ 1
⇒ {

𝑥 ≥ 0
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

⇒ 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

Οπότε 𝐷ℎ = [0,1] με τύπο  

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = (√𝑥)
4
− 2(√𝑥)

2
+ 1 = 𝑥2 − 2𝑥 + 1 = (𝑥 − 1)2 

 

Β2. Η h είναι συνεχής στο [0,1] ως πολυωνυμική και παραγωγίσιμη στο (0,1) με 

ℎ′(𝑥) = 2(𝑥 − 1) < 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0,1). 

Άρα η h είναι γνησίως φθίνουσα στο [0,1], οπότε είναι 1-1 δηλαδή αντιστρέφεται. 

 

Το πεδίο ορισμού της ℎ−1 είναι το σύνολο τιμών της h, δηλαδή 

𝐷ℎ−1 = ℎ([0,1]) = [ℎ(1), ℎ(0)] = [0,1] 

 

Θέτω ℎ(𝑥) = 𝑦 ⇒ (𝑥 − 1)2 = 𝑦
𝑦∈[0,1]
⇒    |𝑥 − 1| = √𝑦

𝑥−1≤0
⇒    1 − 𝑥 = √𝑦 ⇒ 
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𝑥 = 1 − √𝑦 ⇒ ℎ−1(𝑦) = 1 − √𝑦 

 

Άρα τελικά ℎ−1(𝑥) = 1 − √𝑥 με 𝑥 ∈ [0,1]. 

  

Β3.  

i) Είναι 

𝜑(𝑥) =

{
 

 
1 − √𝑥

1 − 𝑥
, 𝑥 ∈ [0,1)

1

2
, 𝑥 = 1

 

Η φ συνεχής στο [0,1) ως πράξεις συνεχών. 

Ελέγχω αν η φ είναι συνεχής στο 1. 

lim
𝑥→1−

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→1−

1 − √𝑥

1 − 𝑥
= lim
𝑥→1−

(1 − √𝑥)(1 + √𝑥)

(1 − 𝑥)(1 + √𝑥)
 

= lim
𝑥→1−

1 − 𝑥

(1 − 𝑥)(1 + √𝑥)
= lim
𝑥→1−

1

1 + √𝑥
=
1

2
 

 

Επομένως,  

lim
𝑥→1−

𝜑(𝑥) = 𝜑(1) 

Δηλαδή η φ συνεχής και στο 1. 

 

Άρα, φ συνεχής στο [0,1] με 𝜑(0) = 1 και 𝜑(1) =
1

2
. Οπότε για τη συνάρτηση 

φ ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών στο [0,1]. 

 

ii) Η συνάρτηση 𝑡(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 είναι γνησίως αύξουσα στο [0,
𝜋

2
] οπότε έχουμε 

𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2
⇒ 𝜂𝜇

𝜋

6
< 𝜂𝜇𝛼 < 𝜂𝜇

𝜋

2
⇒
1

2
< 𝜂𝜇𝛼 < 1 ⇒ 𝜑(1) < 𝜂𝜇𝛼 < 𝜑(0) 

 

Οπότε η τιμή 𝜂𝜇𝛼 βρίσκεται μεταξύ των 𝜑(0) και 𝜑(1), επομένως σύμφωνα με 

το θεώρημα ενδιαμέσων τιμών υπάρχει 𝑥0 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε 𝜑(𝑥0) = 𝜂𝜇𝛼, 

με 
𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

2
. 
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ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Για 𝑥 < −1 είναι 𝑓′(𝑥) = −2 ⇒ 𝑓′(𝑥) = (−2𝑥)′ 

και επειδή f συνεχής στο (−∞,−1), από συνέπειες Θεωρήματος Μέσης Τιμής, υπάρχει 

σταθερά c1 ∈ ℝ τέτοια ώστε  

𝑓(𝑥) = −2𝑥 + 𝑐1 

 

Για 𝑥 > −1 είναι 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) = (𝑥3 − 𝑥)′  

και επειδή f συνεχής στο (−1,+∞), από συνέπειες Θεωρήματος Μέσης Τιμής, υπάρχει 

σταθερά c2 ∈ ℝ τέτοια ώστε  

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 + 𝑐2 

Όμως, η 𝐶𝑓 διέρχεται από την αρχή των αξόνων οπότε 𝑓(0) = 0, επομένως 𝑐2 = 0. 

 

Επειδή, η f συνεχής στο ℝ τότε συνεχής και στο −1, δηλαδή 

𝑓(−1) = lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) 

Όμως, 

lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1−

(−2𝑥 + 𝑐1) = 2 + 𝑐1 

και 

lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1+

(𝑥3 − 𝑥) = −1 + 1 = 0 

Άρα, 𝑓(−1) = 2 + 𝑐1 = 0 ⇒ 𝑓(−1) = 0 και 𝑐1 = −2. 

 

Τελικά, 

𝑓(𝑥) = {
−2𝑥 − 2, 𝑥 ≤ −1

𝑥3 − 𝑥, 𝑥 > −1
 

 

Γ2. Η εφαπτομένη (ε) της 𝐶𝑓 στο 𝑥0 > −1 έχει εξίσωση 

(𝜀): 𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

 

Επειδή η ευθεία (ε) τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο −2 είναι 

−2 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓
′(𝑥0)(−𝑥0) ⇒ −2 − (𝑥0

3 − 𝑥0) = (3𝑥0
2 − 1)(−𝑥0) ⇒ 

−2 − 𝑥0
3 + 𝑥0 = −3𝑥0

3 + 𝑥0 ⇒ 2𝑥0
3 = 2 ⇒ 𝑥0

3 = 1⇒ 𝑥0 = 1 

 

Είναι 𝑓(1) = 0 και 𝑓′(1) = 2 οπότε η εξίσωση της (ε) είναι 

𝑦 = 2(𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 = 2𝑥 − 2 
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Γ3. Έστω 𝛭(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) σημείο της (ε) οπότε 

𝑦(𝑡) = 2𝑥(𝑡) − 2 

με 𝑥(𝑡) > 2 επομένως 𝑦(𝑡) > 0. 

 

Αφού Κ η προβολή του Μ στον άξονα 𝑥′𝑥 τότε οι συντεταγμένες του είναι 𝛫(𝑥(𝑡), 0). 

 

Το εμβαδόν του τριγώνου ΜΚΓ είναι 

𝛦(𝑡) =
1

2
⋅ (𝑀𝐾) ⋅ (𝛫𝛤) =

1

2
|𝑦(𝑡)| ⋅ |𝑥(𝑡) − 2| =

1

2
𝑦(𝑡) ⋅ (𝑥(𝑡) − 2) 

=
1

2
(2𝑥(𝑡) − 2)(𝑥(𝑡) − 2) = (𝑥(𝑡) − 1)(𝑥(𝑡) − 2) 

 

Για 𝑡 = 𝑡0 το Μ διέρχεται από το 𝛣(3,4) δηλαδή 𝑥(𝑡0) = 3 μονάδες και 𝑦(𝑡0) = 4 

μονάδες, επίσης 𝑥′(𝑡0) = 2 μονάδες ανά δευτερόλεπτο. 

 

Οπότε, ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού σε χρόνο t είναι  

𝛦′(𝑡) = 𝑥′(𝑡)(𝑥(𝑡) − 2) + (𝑥(𝑡) − 1) ⋅ 𝑥′(𝑡) 

Για 𝑡 = 𝑡0 είναι 

𝐸′(𝑡0) = 𝑥
′(𝑡0)(𝑥(𝑡0) − 2) + (𝑥(𝑡0) − 1) ⋅ 𝑥

′(𝑡0) 

= 2 ⋅ (3 − 2) + (3 − 1) ⋅ 2 

= 6 𝜏𝜀𝜏𝜌. 𝜇𝜊𝜈ά𝛿𝜀𝜍 𝛼𝜈ά 𝛿𝜀𝜐𝜏𝜀𝜌ό𝜆𝜀𝜋𝜏𝜊 

 

Γ4. Θα υπολογίσω το κάθε όριο χωριστά.  

Για το 

lim
𝑥→−∞

𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
= lim
𝑥→−∞

𝜂𝜇(−2𝑥 − 2)

−2𝑥 − 2
 

θέτω −2𝑥 − 2 = 𝑢 οπότε για 𝑥 → −∞ τότε 𝑢 → +∞, άρα το όριο γίνεται 

lim
𝑢→+∞

𝜂𝜇𝑢

𝑢
= 0 𝜀𝜋𝜀𝜄𝛿ή 

|
𝜂𝜇𝑢

𝑢
| ≤ |

1

𝑢
| ⇒ −

1

|𝑢|
≤
𝜂𝜇𝑢

𝑢
≤
1

|𝑢|
 

Όμως, 

lim
𝑢→+∞

(−
1

|𝑢|
) = lim

𝑢→+∞

1

|𝑢|
= 0 



   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
ΓΕΝΙΚΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ  

Ενδεικτικές απαντήσεις Πανελληνίων 2022 
 

Κτίριο 1: Γραμβούσης 5 & Καγιαμπή, Κέντρο Ηρακλείου, τηλ./fax: 2810 285 726 

Κτίριο 2: Λεωφόρος Κνωσού 187, Άγιος Ιωάννης, τηλ: 2810 212 333,  www.1na.gr 

Οπότε, από κριτήριο παρεμβολής είναι 

lim
𝑢→+∞

𝜂𝜇𝑢

𝑢
= 0 

 

Επίσης στο  

lim
𝑥→−∞

𝑓(−𝑥)

1 − 𝑥3
 

θέτω −𝑥 = 𝑢 και το όριο γίνεται 

lim
𝑢→+∞

𝑓(𝑢)

1 + 𝑢3
= lim
𝑢→+∞

𝑢3 − 𝑢

1 + 𝑢3
= lim
𝑢→+∞

𝑢3

𝑢3
= 1 

Συνεπώς, 

lim
𝑥→−∞

[
𝜂𝜇𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
+
𝑓(−𝑥)

1 − 𝑥3
] = 0 + 1 = 1 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1.  

i) Η f είναι συνεχής στο (0,+∞) ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη 

με  

𝑓′(𝑥) = 1 −
3

3𝑥
= 1 −

1

𝑥
=
𝑥 − 1

𝑥
 

Λύνω τις: 

 𝑓′(𝑥) = 0 ⇒
𝑥−1

𝑥
= 0 ⇒ 𝑥 = 1 

 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒
𝑥−1

𝑥
> 0 ⇒ 𝑥 > 1 

 

O πίνακας μονοτονίας της f είναι: 

 
Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1] και γνησίως αύξουσα στο [1, +∞). 

 

Στο 𝛥1 = (0,1] η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα οπότε 

𝑓(𝛥1) = [𝑓(1), lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)) = [1 − 𝑙𝑛3,+∞) 

διότι 

𝑥 

𝑓′(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

0 1 

0 − + 
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lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(𝑥 − ln(3𝑥)) = 0 − (−∞) = +∞ 

 

Στο 𝛥2 = (1,+∞) η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα οπότε 

𝑓(𝛥2) = ( lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)) = (1 − 𝑙𝑛3,+∞) 

γιατί 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) = 1 − 𝑙𝑛3 αφού η f συνεχής στο 1 

και 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 − ln(3𝑥)) = lim
𝑥→+∞

[𝑥 (1 −
ln(3𝑥)

𝑥
)] = +∞ ⋅ (1 − 0) = +∞ 

αφού 

lim
𝑥→+∞

ln(3𝑥)

𝑥
=
𝐷𝐿𝐻

lim
𝑥→+∞

3

3𝑥
= 0 

 

Είναι 𝑒 < 3 ⇒ 𝑙𝑛𝑒 < 𝑙𝑛3 ⇒ 1 − 𝑙𝑛3 < 0 ⇒ 𝑓(1) < 0 

 

Αφού 0 ∈ 𝑓(𝛥1) τότε η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα 𝑥1 ∈ 𝛥1 (με 𝑥1 <

1) η οποία είναι μοναδική αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα στο 𝛥1. 

 

Αφού 0 ∈ 𝑓(𝛥2) τότε η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα 𝑥2 ∈ 𝛥2 η οποία 

είναι μοναδική αφού η f είναι γνησίως αύξουσα στο 𝛥2. 

 

Άρα η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες τις 𝑥1, 𝑥2 με 𝑥1 < 1 < 𝑥2. 

 

ii) Η 𝑓′ είναι παραγωγίσιμη στο (0,+∞) με 

𝑓′′(𝑥) =
1

𝑥2
> 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0 

Άρα η f είναι κυρτή στο (0,+∞). 

 

Δ2. Επειδή η 𝐶𝑓 τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 μόνο στα 𝑥1 και 𝑥2 τότε το ζητούμενο εμβαδόν είναι 

𝛦 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

Είναι: 

 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 1
𝑓↘
⇒ 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 0, και 

 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2
𝑓↗
⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥2) ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 0 
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Άρα 

𝛦 = −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= −∫ (𝑥 − ln(3𝑥))𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= ∫ (ln(3𝑥) − 𝑥)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

 

= ∫ ln(3𝑥)𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

−∫ 𝑥𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

= ∫ (𝑥)′ ln(3𝑥) 𝑑𝑥
𝑥2

𝑥1

− [
𝑥2

2
]
𝑥1

𝑥2

 

= [𝑥𝑙𝑛(3𝑥)]𝑥1
𝑥2 −∫ 𝑥 ⋅

1

x
𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

−
𝑥2
2

2
+
𝑥1
2

2
 

= 𝑥2 ln(3𝑥2) − 𝑥1 ln(3𝑥1) − (𝑥2 − 𝑥1) +
𝑥1
2

2
−
𝑥2
2

2
 

 

Όμως 𝑓(𝑥1) = 0 ⇒ 𝑥1 − ln(3𝑥1) = 0 ⇒ ln(3𝑥1) = 𝑥1 και 

𝑓(𝑥2) = 0 ⇒ 𝑥2 − ln(3𝑥2) = 0 ⇒ ln(3𝑥2) = 𝑥2 

 

Οπότε 

𝛦 = 𝑥2
2 − 𝑥1

2 − 𝑥2 + 𝑥1 +
𝑥1
2

2
−
𝑥2
2

2
 

=
2𝑥2

2 − 2𝑥1
2 − 2𝑥2 + 2𝑥1 + 𝑥1

2 − 𝑥2
2

2
 

=
𝑥2
2 − 𝑥1

2 + 2𝑥1 − 2𝑥2
2

=
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 + 𝑥1) − 2(𝑥2 − 𝑥1)

2
 

=
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥2 + 𝑥1 − 2) 

 

Δ3. Είναι 𝑥1 < 1 ⇔ −𝑥1 > −1
+2
⇔2− 𝑥1 > 1 

 

Οπότε 𝑓(2 − 𝑥1) < 0 ⇔ 𝑓(2 − 𝑥1) < 𝑓(𝑥2)
𝑓↗
⇔2− 𝑥1 < 𝑥2 ⇔ 𝑥1 + 𝑥2 > 2 

που ισχύει διότι από Δ2 ερώτημα, το εμβαδόν είναι θετικό δηλαδή  

𝛦 > 0 ⇔
1

2
(𝑥2 − 𝑥1)(𝑥1 + 𝑥2 − 2) > 0

1

2
(𝑥2−𝑥1)>0

⇔       𝑥1 + 𝑥2 − 2 > 0 ⇔ 𝑥1 + 𝑥2 > 2 

 

Δ4. Για 𝑥 > 0 η εξίσωση γράφεται 2𝑓(𝑥) = 1 − 𝑙𝑛3 + 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) ⇔ 

2𝑓(𝑥) = 𝑓(1) + 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) 

 

Οι εξισώσεις των εφαπτομένων 𝜀1 και 𝜀2 της 𝐶𝑓 στα σημεία 𝛫(1, 𝑓(1)) και 𝛬(𝑥2, 𝑓(𝑥2)) 

αντίστοιχα είναι: 



   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 
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Ενδεικτικές απαντήσεις Πανελληνίων 2022 
 

Κτίριο 1: Γραμβούσης 5 & Καγιαμπή, Κέντρο Ηρακλείου, τηλ./fax: 2810 285 726 

Κτίριο 2: Λεωφόρος Κνωσού 187, Άγιος Ιωάννης, τηλ: 2810 212 333,  www.1na.gr 

(𝜀1): 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓
′(1)(𝑥 − 1)

𝑓′(1)=0
⇔    𝑦 − 𝑓(1) = 0 ⇔ 𝑦 = 𝑓(1) 

και 

(𝜀2): 𝑦 − 𝑓(𝑥2) = 𝑓
′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) ⇔ 𝑦 = 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) 

 

Αφού f κυρτή στο (0,+∞) τότε η Cf θα βρίσκεται πάνω από οποιαδήποτε εφαπτομένη 

με εξαίρεση το σημείο επαφής τους. 

Δηλαδή ισχύει ότι 

 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(1) με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥 = 1, και 

 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥 = 𝑥2. 

 

Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο παραπάνω ανισώσεις προκύπτει ότι 

2𝑓(𝑥) > 𝑓(1) + 𝑓′(𝑥2)(𝑥 − 𝑥2) για κάθε 𝑥 > 0 

Οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 

 

 

Επιμέλεια θεμάτων: Γουμενάκη Εύα, Γραμματικάκης Γιάννης, Χριστοφάκης Γιώργος 


